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Аннотация. Настоящая работа посвящена построению монотонных разностных схем второго порядка локаль-
ной аппроксимации на неравномерных сетках по пространству для двумерного квазилинейного параболического 
уравнения конвекции–диффузии. Устанавливаются двусторонние оценки разностного решения и доказана важная 
априорная оценка в равномерной норме С.
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Abstract. The present paper is devoted to the construction of monotone difference second-order schemes for local ap-
proximation on non-uniform grids in space for 2D quasi-linear parabolic convection–diffusion equation. Two-sided estimates 
of the difference solution are found and an important a priori estimate in a uniform norm C is proved.
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Введение. В теории разностных схем [1; 2] принцип максимума применяется для исследова-
ния устойчивости и сходимости разностного решения в равномерной норме. Вычислительные 
методы, удовлетворяющие принципу максимума, принято называть монотонными [1; 2]. Моно-
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тонные схемы играют важную роль в вычислительной практике. Они позволяют получать чис-
ленное решение без осцилляций даже в случае негладких решений [3].
При построении монотонных разностных схем желательно сохранить второй порядок ап-
проксимации по пространственной переменной. Такие схемы построены для параболических 
и гиперболических уравнений с наличием младших производных. Например, в [1; 2] приводится 
неконсервативная схема второго порядка аппроксимации для линейных параболических уравне-
ний общего вида на равномерных сетках. В случае неравномерных сеток для стационарных и не-
стационарных задач с переменными коэффициентами без младших производных в [4] получена 
схема, для которой выполняется принцип максимума без ограничений на соотношения коэффи-
циентов и шагов пространственной сетки (безусловная монотонность для стационарных уравне-
ний). В [5] построены экономичные безусловно монотонные схемы второго порядка аппроксима-
ции на неравномерной сетке для нестационарных многомерных задач конвекции–диффузии.
Настоящая работа посвящена построению монотонных разностных схем второго порядка ло-
кальной аппроксимации на неравномерных сетках по пространству для двумерного квазилиней-
ного параболического уравнения конвекции–диффузии. Построение таких схем основано на 
применении специального дифференциального тождества и принципа регуляризации [1; 2; 5]. 
Устанавливаются двусторонние оценки разностного решения и доказана важная априорная 
оценка в равномерной норме C.
Вспомогательные результаты. Пусть hΩ  – конечное множество узлов (сетка) в некоторой 
ограниченной области n-мерного евклидова пространства, hx∈Ω  – точка сетки .hΩ  Рассмотрим 
уравнение
 ( )
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),    ,h
x
A x y x B x y F x x
′ξ∈
= ξ ξ + ∈Ω∑

 (1)
называемое канонической формой записи разностной схемы. Здесь ( ) ( ) ,x x x′ =  � ( )x  – 
шаблон схемы. Будем предполагать выполнение обычных условий положительности коэффици-
ентов
 ( ) 0,    ( , ) 0    для всех    ( ),A x B x x′> ξ > ξ∈  (2)
 ( )
( ) ( ) ( , ) 0    для всех    ( ).
x
D x A x B x x
′ξ∈
′= − ξ > ξ∈∑

  (3)
Для получения двусторонней оценки решения разностной схемы более удобной является 
следующая
Л е м м а [6]. Пусть выполнены условия положительности коэффициентов (2), (3). Тогда мак-
симальное и минимальное значения решения разностной схемы (1) принадлежат интервалу из-
менения входных данных
 
( ) ( )
min ( ) max ,    .
( ) ( )h h
h
x x
F x F x
y x x
D x D x∈Ω ∈Ω
≤ ≤ ∈Ω  (4)
С л е д с т в и е [1]. Пусть выполнены условия леммы. Тогда для решения разностной задачи 
(1) имеет место оценка в сеточном аналоге нормы C
 
max ( ) .
hC x C
F
y y x
D∈Ω
= ≤
Постановка задачи и разностная схема. Пусть в области [0 ],TQ t T= Ω × ≤ ≤  где 
1 1 2 2{0 ,  0 }x l x lΩ = ≤ ≤ ≤ ≤  – прямоугольник с границей Г, требуется найти функцию ( , ),u x t  
1 2( , ),x x x=  удовлетворяющую начально-краевой задаче для двумерного квазилинейного пара-
болического уравнения конвекции–диффузии
 
2 2
1 1
( ) ( ) ( ) ( , ),    ,    (0, ],
u u u
k u v u q x u f x t x t T
t x x x
α α
α α αα= α=
∂ ∂ ∂ ∂ 
= + − + ∈Ω ∈ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∑ ∑  (5)
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с граничными условиями Дирихле 
2 1 2 1 2 2 2 2 2
1 3 1 1 2 4 1 1 1
(0, , ) ( , ),    ( , , ) ( , ),   0 ,    0 ,
( , 0, ) ( , ),    ( , , ) ( , ),    0 ,    0 ,
u x t x t u l x t x t x l t T
u x t x t u x l t x t x l t T
= µ = µ ≤ ≤ < ≤
= µ = µ ≤ ≤ < ≤
(6)
и начальным условием
0( , 0) ( ),    .u x u x x= ∈Ω  (7)
Предполагаем, что ( ) 0,   ,q x x≥ ∈Ω  и существуют такие значения mink  и max ,k  чтобы было 
выполнено условие параболичности уравнения (5) на решении [7]
min max min max0 ( ) ,    ,    , const,    1, 2,uk k u k u D k kα< ≤ ≤ ∀ ∈ = α =
1 2{ ( , ) :   ( , ) ,   ( , ) },u TD u x t m u x t m x t Q= ≤ ≤ ∈
где 1m  и 2m  – константы, определяемые из условий
{ }1 min 0
( , )
min 0, ( , ), min ( )  min 0, inf ( , ) ,
Tx x t Q
m x t u x T f x t
∈Ω ∈
 = µ +  
 
{ }2 max 0
( , )
max 0, ( , ),max ( )  max 0, sup ( , ) ,
Tx x t Q
m x t u x T f x t
∈Ω ∈
  = µ +  
  
min 1 2 2 2 3 1 4 1
( , )
( , ) min { ( , ), ( , ), ( , ), ( , )},
Tx t Q
x t x t x t x t x t
∈
µ = µ µ µ µ
max 1 2 2 2 3 1 4 1
( , )
( , ) max { ( , ), ( , ), ( , ), ( , )}.
Tx t Q
x t x t x t x t x t
∈
µ = µ µ µ µ
Далее предполагаем, что решение задачи (5)–(7) существует и единственно, а все входящие 
в (5) коэффициенты и искомая функция обладают непрерывными ограниченными производны-
ми необходимого по ходу изложения порядка.
В области Ω  введем произвольную неравномерную сетку
 ( ){ }1 21 2 1 01 2, ,  ,  1, 2, , 1,  0,  ,  1, 2 ,i i i i i Nh i ix x x x x h i N x x lα α α α−α α α α α α α αω = = = + = − = = α =
для которой 
1
,
N
i
i
h l
α
α
α
α α
=
=∑  1, 2.α =  Через  hω  обозначим множество внутренних узлов сетки  ,hω  
а через hγ  – множество граничных узлов. Кроме того, будем рассматривать неравномерную сет-
ку по временной переменной
  0
0 1 0 1{ 0,  ,  1, 2, , } { },    .
N
n n n nnt t t n N T Tτ τ− =ω = = = + τ = = ω ∪ τ =∑
Для простоты будем использовать безындексные обозначения для независимых переменных
1 2
1 1
1,    ,    ,    ,    ,    ,    ,
i i i i
i i n nx x x x x x h h h h t t t tα α α α
± +
α α α± α α α α+ α += = = = = = =
и для сеточных функций
1 2 1 2
1 2 1 2 1 2
1 1 1
1, , 1 11 2( , , ) ( , ),    ,    ,    ( , ).
i i n
i i n i i i i ng g g x x t g x t g g g g g g g x t
± ± +
± ± += = = = = = =
При построении монотонных схем второго порядка точности на трехточечном шаблоне для 
задачи (5)–(7) на неравномерной сетке  h τω = ω × ω  будем ориентироваться на соотношение [8]
 1 21 2
2 2
2 2 2 2
1 2 1 2(2) (1)2 2
1 2
( , ) ( , )
( ),   ( ).x x x x
u x t u x t
u O u O
x x
∂ ∂
− = + − = +
∂ ∂
    (8)
Здесь использованы следующие обозначения:

( 1 ) ( 1 )1 1 1( ),    ( ),    ( ),x x x xx xy y y y y y y y yh h
α α
α α α ααα
+ −
α α+ α
= − = − = −

1 1 2 2
2 1
(1) 1 1 (2) 2 2( ) ,    ( ) ,x x x xy y x y y y y y x y y y
+ − + −= = + δ + δ = = + δ + δ
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 1 2( , ),    ,    ( ) / 3,    0,5( ),x x x x x h h h h h hα α α α α+ α α α α+= = + = − = +  
 
1 2
1 2 1 2( , ),    ( , ),    ( ),    0,5( ),    1, 2.x x x x x x g g x h h
±
α α α= = = δ = ± α = 
Отметим, что значения искомой сеточной функции y в неузловых точках x1, x2 усредняются 
по формулам второго порядка аппроксимации с учетом направленных разностей. Выражения (8) 
означают, что относительно нерасчетной точке x (в случае равномерной сетки x x≡ ) (3 )x xu α α−α  
аппроксимирует вторую частную производную по компоненту xα ( 1, 2α = ) со вторым порядком.
Для построения монотонных разностных схем второго порядка аппроксимации для уравне-
ния (5) на неравномерной сетке  h τω = ω × ω  воспользуемся тождеством ( )ku ku k u′′ ′′ ′ ′= +  и прин-
ципом регуляризации. Уравнение (5) может быть записано в виде
 
22 2
2
1 1
( )
( ) ( ) ( ) ( , ),     ,     (0, ].
u u k u u
k u v u q x u f x t x t T
t x xx
α
α α
α αα= α=α
∂ ∂ ∂ ∂ 
= + + − + ∈Ω ∈ ∂ ∂ ∂∂  
∑ ∑  (9)
Тогда задачу (9), (6), (7) аппроксимируем разностной схемой вида
 


 ( )   
2 2
2 1 2
1 1
1 1 2
1 2
*
1 1
1 1 2 1 2 22 20
1
2 2
( ) (3 ) (3 ) (3 ) ( )
1
3 1 4 1 1
1 1
11 10
,     
( , ),    ( , ),    1, 1,
( , ),    ( , ),    1, 1,
,ht x x x x
n i n i
n ni N i
n i n i
n ni i N
i i
y x t y x t i N
y x t y
y k y r y r y q y f x
x t i N
y
αα α α
+ −
δ α α α α−α −α −α
+ +
+ +
δ
α= α=
+ +
+ +
= κ + + −
= µ = µ = −
=
+
= −
∈
=
ω
µ µ
∑ ∑
1 20
0 1 2( , ),    0, ,    1, 2,
i iu x x i Nα α= = α =
 (10)
где
 


1 2 1 1,      ( , ),      ,t i i n n
y y
y y y x t + + +
+
−
= = τ = τ
τ
 
*
2 2
( ) ( )
1 1
( ),      ( ),x x x xy y y y y y y yα α α α
+ − − +
δ α α δ α α
α= α=
= + δ + δ = + δ + δ∑ ∑
 0,5( ) 0,      0,5( ) 0,r r r r r r
+ −
α α α α α α= + ≥ = − ≤
 
( ) (3 ) ( )( ),     ( ( )) ( ),
x
k k y r k y v y∆
α
α α δ α α −α α δ= = +
 
(3 ) (3 ) (3 )
(3 )
( ( )) ( ( )) ( ( ))
( ( )) ,
3
x x
x
x
k y k y k y
k y
α α
α
∆
α
α −α α −α α −α
α −α
+ +
=

 
( )1 (3 )(3 )
(3 )
( )
( ( )) ,x
k y k y
k y
h
α
α
+
α α −α−α
α −α
+
−
=
 
( )1(3 ) (3 )
(3 )
( )
( ( )) ,x
k y k y
k y
h
α
α
−
α −α α −α
α −α
−
=
 
( ) ( )1 1(3 ) (3 )
(3 )( ( )) ,
x
k y k y
k y
h h
α α
α
+ −
α α−α −α
α −α
+
−
=
+

 
1 2 2
,    ,    .
1 6 6
h h h h r
R b b b
R k
±
α+ α α+ α α+ − ±
α α α α α
α α
+ +
κ = = − =
+
Нетрудно показать, что разностная схема (10) аппроксимирует задачу (9), (6), (7) со вторым 
порядком по пространственной переменной. 
3. Монотонность, двусторонние и априорные оценки. Для простоты дальнейших исследо-
ваний ограничимся рассмотрением случая сгущения сеток по переменным 1x  и 2x  к началу со- 
ответствующего отрезка. Тогда 1 0,  0,i ih hα α+ −α α α− > δ =  1, 2,α =  и схема (10) примет более прос- 
той вид
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 

   
   
1 2 3
3 3
1 2
21 1 2 2 3 3
1
2 23 3 3 3
1 1
1 1 2 2
3 3 3
 
3 3
 ( ) ( , ),     .
3 3
t tx tx x
x x
x x
x x
hx x
h h h h h h
y y y k y y
h h h h
r y y r y y
h h h h
q x y y y f x t x
−α
αα
−α −α
α α
+ + −α+ −α
α α
α=
−α+ −α −α+ −α+ −
α α
α= α=
+ +
− − − + + = κ + + 
 
− −   + + + +   
   
− − − + + + ∈ω 
 
∑
∑ ∑

 (11)
Для применения принципа максимума схему (11) приведем к каноническому виду (1) и про-
верим достаточные условия на коэффициенты (2), (3).
В рассматриваемом нами случае шаблон схемы 8-точечный и состоит из узлов, изображен-
ных на рисунке. Узлы шаблона пронумеруем согласно фигуре. Тогда для схемы (11) получим
 
7
( ) 1
( , ) .n nj
x j
B x B
′ξ∈ =
ξ =∑ ∑

Для того чтобы выписать коэффициенты ,  ,  ,n n nA B F  необходимо записать схему (11) в ин-
дексной форме. После элементарных преобразований находим
 
2 2 1 1 2 2 2 1
1 2 2 2
2 2 1 2 2 2 1
2
,    ,
3
n nk h h kB r q B r
h h h h h
+ +
+− −
+ +
+ +
   κ + δ κ δ
= τ − + = τ −   
    
 
1 1 2 2 1 1 1 2
3 1 5 1
1 1 2 1 1 1 2
2
,    ,
3
n nk h h kB r q B r
h h h h h
+ +
+− −
+ +
+ +
   κ + δ κ δ
= τ − + = τ −   
    
 
1 1 1 2 2 1 2 2 1
4 2 2 2 2 2 2
1 1 2 1 2
( 2 ) ( 2 )
(2 ) ,
3 3
n k h h r h hB k r h r h
h h h h
+ + +
+ + + + −
+
+ + +
 δ τ κ + + δ
= − + + − κ + −  
 
 
2 2 2 1 1 2 1 1 2
6 1 1 1 1 1 1
2 1 2 2 1
( 2 ) ( 2 )
(2 ) ,
3 3
n k h h r h hB k r h r h
h h h h
+ + +
+ + + + −
+
+ + +
 δ τ κ + + δ
= − + + − κ + −  
 
 
1 1 2 2 2 1
7 1 2 2 1 ( )
1 2 1 2
,     ( , ),n n n
k k
B r r F y f x
h h
t
+ +
+ + + + +
+δ
+ +
 τ κ δ κ δ
= + + δ + δ = + τ  
 

 
 
7 7
1 1
1 ,      1 .n n n n nj j
j j
A q B D A B q+ +
= =
= + τ + = − = + τ∑ ∑
Нам нужно найти условие, чтобы 
1 2,
0n i ikα >  для всех 01, 1,  =1, 2,  0, .i N n Nα = − α =  Очевидно, 
что когда n = 0 имеем 
1 2 1 2
0
, (
0
)( ),i ii ik k y δαα =  где
 
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 21 12 2
1 2 1 2
0, 1 0, 2 0, 0, 0, 0,
1 2 1 2
0
1 1( ) ( ) ( ) 1 .i i i i i i i i i ii x x i iiy
h h h h
u u u u u u
h h h h
+ +
+ + +
+ +δ
+
 
= + δ + δ = − − + + 
 
   
Так как
 1 2 1 2
1 2 1 2
1 1
0 ,     0 ,     1 0,
3 3
h h h h
h h h h+ + + +
< < < < − − >
   
то 
1 20 0
0
( )min ( ) max ( ),x xi i
u x y u x
∈Ω ∈δ Ω
≤ ≤  или ( ) 1 2 1 2
0 [ , ]
i i
y m mδ ∈ , 
т. е. 
21 2 1
0
(
0
, )( ) 0i ii i yk k δαα = > . Предположим, что для произ-
вольного n тоже верно неравенство 
1 2,
0n i ikα > . Тогда из это го 
предположения имеем 0,   1,2,3,5,7j
nB j> = . Остальные ко-
эффициенты 0,   4,6nj jB > =  будут положительными, если 
выполнены следующие условия:
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1 1 1 1 2
1 12 2 2 2 2 2
3
,
2
n n
n n n n
h h k
k r h r h
+
+ −
+
− κ  
<  κ + −  

 
 (12)
 
2
2 2 2 2 1
2 21 1 1 1 1 1
3
,
2
n n
n n n n
h h k
k r h r h
+
+ −
+
− κ  
<  κ + −  

 
 (13)
 { }1 2  max ,  ,n nC Ct t+τ ≥ ∆ ∆  (14)
где
 
1
2 1 1 1 1 2 2 1
1 2 2 2 2 2 2
1 2
( ) ( 2 )
(2 ) ,
3 3
n n
n n n n nh h h k h ht k r h r h
h
−+
+ + + + −
+
 − κ + δ
∆ = − κ + −  
 
 
1
1 2 2 2 2 1 1 2
2 1 1 1 1 1 1
2 1
( ) ( 2 ) (2 ) .
3 3
n n
n n n n nh h h k h ht k r h r h
h
−+
+ + + + −
+
 − κ + δ
∆ = − κ + −  
 
На основании оценки (4) леммы для произвольного nt t τ= ∈ω  и всех 0, ,i Nα α=  1, 2α = , имеем
 
1 2 1 2
1 1 1 2
2 2
1 2 1 2
1 2 1 1 1 2
2 2
1
1( )1 1 1 1
1 2 3 4
1 1 1
1 1
1
1( )1 1 1 1 1
1 2 3 4
1 1 1
1 1
min , , , , min
1
max , , , , max
1
n n
ni i i in n n n
i N n i i
i N
n n
ni i i in n n n n
i i i N n i i
i N
y f
q
y f
y
q
+
+δ+ + + +
≤ ≤ − +
≤ ≤ −
+
+δ+ + + + +
≤ ≤ − +
≤ ≤ −
  + τ  µ µ µ µ ≤  + τ   
  + τ
 ≤ µ µ µ µ  + τ
 
.

 

  
 (15)
Из очевидных неравенств 
1 21 1 1 1
2 2 2
2
2
1( )1 1 1 1
1 1 1 1
( ) n ,min min i ii N i N
i N
n
i N
i iyy δ≤ ≤ − ≤ ≤ −
≤ ≤ − ≤ ≤ −
≥  
1 21 1 1 1
2 2
1 2
2 2
( )1 1 1 1
1 1 1 1
max ( ) maxn ni ii ii N i N
i N i N
y yδ≤ ≤ − ≤ ≤ −
≤ ≤ − ≤ ≤ −
≤  из 
(15) следует, что
 
1 1
2 2
1 2 1 1
2
2
2
1 2
1
1 1 1 1
1 2 3 4 1
1 1
1 1
1 1 1 1 1
1 2 3
( , )
( )
4 1
1 1
1
,
1
min 0, , , , , min
max 0, , , , ,
inf ( , )
max su ) .p ( ,
T
T
n
i i x t Q
n
i i
x t Q
n n n n
n
i N
i N
n n n n n
ni i i N
i N
y f t
y f x ty
x+ + + + +
≤ ≤ −
≤ ≤ −
+ + + + +
+
≤ ≤ − ∈
≤ ≤ −
∈
 
 µ µ µ µ τ ≤ 
  
 
 ≤ µ µ µ µ τ 

+

+
 (16)
Используя индукцию по n, из (16) получаем двустороннюю оценку через входные данные без 
предположения о знакоопределенности входных данных
 1 2
1 1 1
1 2 ,      0,1, ,       1, 2,
n n n
i im y m i N
+ + +
α α≤ ≤ = α =  (17)
где
 
1
1 min 0 1 1
( , )
0, ( , ), min ( ) min 0, infmin{ )   ,} ( ,
T
n
n
x x t Q
m x t u x t f x t m+ +
∈Ω ∈
 = µ + ≥ 
 
 
1
2 max 0 1 2
( , )
0, ( , ),max ( ) max 0max{ , sup ( , )   } .
T
n
n
x x t Q
m x t u x t f x t m+ +
∈Ω ∈
  = µ + ≤ 
  
Из (17) получаем 
1 2
1
1 2   0,1, , ,   1[ , 2,, ],
n
i iy im Nm
+
α α= α =∈   т. е. 1 2 1 2
1 1
, ( )( ) 0.
n n
i i i ik k y
+ +
αα δ= >  Таким 
образом, неравенства (12)–(14) гарантируют выполнение условия монотонности (2), (3). Тогда 
имеет место следующее утверждение.
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Т е о р е м а. Пусть выполнены условия (12)–(14). Тогда разностная схема (11) монотонна, ее 
решения принадлежат окрестности точного решения uy D∈  и имеют место двусторонние 
оценки вида (17).
На основании принципа максимума обычным образом устанавливается и следующая важная 
априорная оценка в норме C.
С л е д с т в и е. Пусть выполнены условия (12)–(14). Тогда для решения разностной схемы (11) 
при любом nt τ∈ω  верна априорная оценка
 
{ }1 0 11 1 1 1( ) max , max ( )   max ( ) ,n k n kC C C Ck n k ny t u t t f tγ+ +≤ ≤ + ≤ ≤ +≤ µ +
где
 
{ }1 2 3 4( ) max ( ) , ( ) , ( ) , ( ) .k k k k kC C C C Ct t t t tγ γ γ γ γµ = µ µ µ µ
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